.

- ~ STICHTING
MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
-~ AMSTERDAM '

|  SM 82 r

Bepaling van een betrouwbaarheidsgebied voor de

SR mats SN Skt Uy Y Ml SR N IR SRR EERS R GIME S SR TWARS AN e PN Samgn NN NNAUME AN WRINNSS fhivails WAEEUNE AU SIS MUWID TR AWEEIE AENERS SUNAN AU ke STUOT GuRaeh SURTENS EMETEEN MR TS  GNUTDY SRS SN

- o8

variatiecoéfficiént van een normale verdeling op

grond van een steekproef.
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Receptuur

Bepaling van een betrouwbaarheidsgebied voor de variatiecoéfficiént
van een normale verdeling op grond van een steekproef *)

A confidence region for the coefficient of variation of a normal distribution.

. Laat x;, ..., x,, een steekproef uit een normale verdeling voorstellen met
onbekend gemiddelde ¢ en onbekende spreiding o. Gevraagd wordt op grond

. . . o
van deze waarnemingen een betrouwbaarheidsgebied te bepalen voor y = —

;U»'
Exacte methode

Een exact betrouwbaarheidsgebied kan gevonden worden met behulp

van tabellen van N. L. Johnson and B. L. Welch (1940). Daartoe

gaat men uit van de grootheid

X —
(1) t = — 4/n,
S
waarin
_ )
(2) o, - ( xz)2
—_ ......1
§2= P (xz----—--x)zm- sz : I
n—1I ;=1 n—1I1 ;-1 n

De grootheid t bezit een niet-centrale t-verdeling met niet-centraliteits-

\/n _ M

parameter 0 = - 4/n en aantal vruheldsgraden f=n—1.
Y o

Op grond van de voor t gevonden waarde t kan men nu, met behulp van de
tabellen van Johnson and Welch, een betrouwbaarheidsinterval voor

0 bepalen. Uit de relatie § = = v/n volgt dan een betrouwbaarheidsgebied
i g

Voor y = -,

7

Het tweezijdige betrouwbaarheidsinterval voor 4 met onbetrouwbaarheid «

wordt

(3) t— A (f, t, 3 o) l/1+

zf____<5<t+ 2 (f, —t, %a)VI—k---}
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waarin t de voor t gevonden waarde voorstelt en de coéfficiénten 4 (f, t, 3 o
en A (f, —t, + «) berekend kunnen worden met behulp van tabel IVvan John-"
son and W el ch. Hierbij gaat men als volgt te werk. Men neemt die blad-
zijde van tabel IV waarvoor ¢ = 3 a; voor de berekening van A (f, t, 3 «)

neemt men t, = t en voor de berekening van 4 (f, — t, $ «) neemt men ty, = —t.
Vervolgens berekent men
to 2 Ot t2\ 7 to
als —< 0,75 V' = —— (I 4 ...._......) — 9
2f V 2f 2f Vaf 4+ ty2
to2\ 2
(4) (I—l—-—9—) ml/ —alsty; > o
1 t 2 zf 2f_|_. t02 0
als —=o0,75 vy = IR
2f | t02 3 Zf
— 14+ =) =—}) — -alsty << o
2f 2f -+ t,2

We kunnen nu de volgende twee gevallen onderscheiden

1. f1s een 1n de tabel voorkomende waarde (f = 4 (1) g, 16, 36, 144 ).
Dan berekent men de grootheid A (f, t,, 4 ®) door lineaire interpolatie naar
y" (of v) in de byj f behorende kolom.

2. f komt niet in de tabel voor. Dan kiest men twee waarden f; en f, uit de
tabel zo dicht mogelyk bij f met f; < f << f, en berekent 4 (f, t5, 5 &) en
A (fo, ty, 3 &) beide door lineaire interpolatie naar y* (of y). De grootheid
A(f, ty, 3 &) wordt dan gevonden uit 4 (f, ty, 5 %) en 4 (f, ty, 5 &) door

12
lineaire interpolatie naar —

vf

Uit het interval (3) volgt, na deling door v/n, een betrouwbaarheidsinterval

VOOr © = g. De grenzen van dit interval kan men ook schrijven als functie
van dZ in de steekproef gevonden variatie-coéfficiént ¢ = --%— Dit geeft

(5)

E—[Iw/l(f,t oc)ch—l— ] - < [I—P—Z(f““t,z“)]/cz I]meu = “\""/"‘2
cL . 2f 2f C

Indien dit interval de waarde o niet bevat, dus als beide grenzen positief of
beide grenzen negatief zijn, volgt uit (5) het interval
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.. Als 1n (5) de ondergrens negatief en de bovengrens positief is, dan 1s het
betrouwbaarheidsgebied voor y geen interval, maar het gebied

C
y = — o
, . o I
_ I"‘I"ﬁ(ﬁ“"‘"ﬁ,‘gd)—'——l——“ —
n 2f VN
(7) < met t = ——.
C C
’)/ g —- - p———
) c2 I
I — 2' (fr t: P d) T T
n 2f

De bovenbeschreven betrouwbaarheidsgebieden zijn behoudens interpolatie-
fouten exact. Met behulp van de tabellen van Johnson en Welch
kan men deze dus vinden voor iedere f = 4 en voor die waarden van g, die
in de tabel voorkomen. '

Benaderingen

Voor grote waarden van f zijn een aantal benaderingen bekend voor het
betrouwbaarheidsinterval voor 0. Zo’'n benadering kan men als volgt vinden:

Het betrouwbaarheidsinterval voor d bestaat uit alle bij toetsing op grond
van de waarnemingen x;, . . ., X,, hiet verworpen waarden 9,. De ondergrens 9,
en de bovengrens 0, van het interval voldoen dus aan

o Plt=t|f,8,]=}a
Plt=t]f, 0] =1—3%

Een benadering voor d; en Jd, kan men dus vinden als men een benadering
heeft voor de percentielen t (f, 4, o) van, de niet-centrale t-verdeling, waarbij
dus

(9) Plt=t(f 6 a)|f 6] =c.

Benaderingen voor t (f, 0,a) zyn te vinden in C. van Eeden (1959).
De eerste in par. 3.1 van dit rapport genoemde benadering voor t (f, 0, o)
1s het geschiktst om benaderingen voor 8, en 9, te bepalen.

Deze benadering geeft

0, A~ t B, — U V1 +”t2 EI — Bfg)"
(9) vl — Py
Oy =~ t By + Usqy V1 + B2 (1 — B:2).
Hierin 1s
var(=-)
(10) 181' —

“\/j‘]’(,f_) /

2
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(u is N (o0,1) verdeeld).

1 (1) 20 (5) 5o (10) 100 mJn bijv. te vinden in
). Hartley (1954, tabel 35).

ing voor het interval voor 1]y

g uit par. 3.1 van het bovengenoemde rapport
benaderi g voor het interval voor 1 / V

n 2

te ﬁmd@n in A. a 1; d (ngz D. 302) hu kornt neer op het vervangen van
A (f t,ix)end (f —t, $a) In (5) door uy,.

Voor zeer grote waarden van f zijn de twee benaderingen practisch identiek,
daar

llmf(l — p?) = 5.

Voor een uitvoeriger beschrijving van deze benaderingen en hun nauwkeurig-
heid verwijzen wij naar het bovengenoemde rapport.
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